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KĨ THUẬT CHỨNG MINH PHƯƠNG TRÌNH CÓ NGHIỆM
Cơ sở : Nếu hàm số 
 INCLUDEPICTURE "http://mathtran.org/cgi-bin/mathtran?D=1;tex=y+%3Df%5Cleft%28+x+%5Cright%29" \* MERGEFORMATINET 


liên tục trên đoạn và [image: image2.png]fla).f(b) =<0



thì phương trình [image: image3.png]


có ít nhất một nghiệmthuộc khoảng [image: image4.png]


.

Như vậy để chứng minh PT có nghiệm ta phải:

- Tìm haisố a,b sao cho : 

+ f(x) liên tục trên đoạn [a;b]

+ f(a).f(b) < 0

Nếu vi phạm 1 trong hai điều kiện đó thì ta không kết luận đượcPT có nghiệm hay không có nghiệm trong khoảng (a;b)

1) Dạng PT không chứa tham số: 
Để chứng minh phươngtrình [image: image5.png]


có k nghiệm thuộc D ta cần tìm [image: image6.png]


thuộc D, sao cho giá trị hàm số [image: image7.png]e fR—1)



có dấu đannhau và hàm số liên tục trên đoạn chứa các số trên.
Khi đó PT có ít nhất knghiệm lần lượt thuộc các khoảng [image: image8.png](ry1;a9). (ro:x3) k1% 1)




Bài 1: Chứngminh phương trình sau đây có nghiệm :

a) [image: image9.png]



Giải : Đặt [image: image10.png]


, hàm đathức này xác định trên R nên liên tục trên R ( do đó liên tục trên mọi đoạn [a;b]).

Ta có [image: image11.png]



Vậy PT trên có ít nhấtmột nghiệm thuộc khoảng [image: image12.png]



b) [image: image13.png]



Xét hàm số [image: image14.png]in 2r + 5r — 1




liên tục trên R

Ta có : [image: image15.png]



Vậy PT trên có nghiệm thuộc khoảng [image: image16.png]



b) [image: image17.png]


(1) 

Với đk [image: image18.png]# *1




, PT trên tương đương vớiPT [image: image19.png]


(2) 

Đặt [image: image20.png]B+ x+2




hàm số này liên tục trên R

Mặt khác : [image: image21.png]



Vậy PT (2) có nghiệm thuộc khoảng [image: image22.png]



Mặt khác PT (2) không nhận [image: image23.png]


, nên nghiệm của PT (2) cũng là nghiệm của PT (1). Hay pt(1) có nghiệm.

Chú ý : Nếuta xét hàm số [image: image24.png]flr) = =521 3



thì hàm số này không liêntục trên đoạn [image: image25.png]


,nên không thể áp dụng được định lí trên.

Bài 2: Phương trình [image: image26.png]


có nghiệm trên khoảng [image: image27.png]


hay không ?

Xét hàn số [image: image28.png]


, hàm này liên tục trên R

[image: image29.png]


, nên ta không kết luận được PT cónghiệm trong khoảng [image: image30.png]


haykhông ?

Nhưng nếu xét trên đoạn [image: image31.png]


, ta có [image: image32.png]


nên PTcó nghiệm trên khoảng [image: image33.png]


,nên có nghiệm trên khoảng [image: image34.png]


.

Bài này nhắc nhở chúng ta rằng, định lí trên chỉ là một điềukiện đủ để PT có nghiệm, chứ không phải là đk cần để một PT có nghiệm

Bài 3: Chứngminh PT sau : 

a) [image: image35.png]


có ít nhất hai nghiệm trong khoảng [image: image36.png]



b) [image: image37.png]


có ít nhất ba nghiệm

Giải : 

a) Xét hàm số [image: image38.png]in . + 2

cos




liên tục trên R

[image: image39.png]f(5)=cosm—2sins+2=-1=<0




[image: image40.png]



Do đó PT có ít nhất 2 nghiệm thuộc khoảng các khoảng [image: image41.png]


, hay nó có ít nhất hai ngiệm thuộc khoảng [image: image42.png]



b) Xét hàm số [image: image43.png]


liên tụctrên R

[image: image44.png]



Vậy PT trên có ít nhất ba nghiệm lần lượt thuộc các khoảng [image: image45.png]



2) Phương trình chứa tham số :
Do pt chứa tham số dođó ta cần chọn a, b khéo léo sao cho dấu [image: image46.png]


xác định được không phụ thuộc vào tham số.
Bài 4:Chứng minh các PT sau :

a) [image: image47.png]ma” +2r — 3 —m




có nghiệmvới mọi m

Giải : Rõ ràng hàmsố [image: image48.png]


liên tục trênR

Ta chọn các số thực sao cho giá trị hàm số tại đó triệt tiêu m

[image: image49.png]



Vậy PT có ít nhất một nghiệm thuộc khoảng [image: image50.png]



b) [image: image51.png]


có ít nhất hainghiệm

c) [image: image52.png]


có ít nhất hai nghiệm vớimọi giá trị [image: image53.png]me (—2;2)




Bài 5: Chứngminh PT sau có nghiệm thuộc khoảng [image: image54.png]



[image: image55.png]acos2r +bcosxr +csin 2r + dsin





Xét hàm số [image: image56.png]acos 2r + beosx + esin 2r + d sin




, hàm này liên tục trên R 

[image: image57.png]



[image: image58.png]f(%5)=acosm +bcos T+ esinm+dsin = —a+d




[image: image59.png]



[image: image60.png]



Ta thấy : [image: image61.png]FO)+ f(5)+ flm)+ f(35





Nên phải tồn tại ít nhất 1 cặp trái dấu , hoặc cả 4 giá trịtrên bằng 0

Do đó hiển nhiên PT trên có nghiệm thuộc khoảng [image: image62.png]



Bài 6: Chứng minh PT sau luôn có nghiệm với mọi số thực a,b,c

a) (x-a)(x-b)+(x-b)(x-c)+(x-c)(x-a)=0

Giải : a) Do a,b,c bình đẳng nên có thể giả sử [image: image63.png]



Đặt f(x)= (x-a)(x-b)+(x-b)(x-c)+(x-c)(x-a), hàm số này liên tục trên R 

Ta có : [image: image64.png]



[image: image65.png]fh)=(b—c)(b—a)<0




[image: image66.png]



Suy ra [image: image67.png]fla).f(b)<0



nên PT có ít nhất 1 nghiệm thuộc đoạn [image: image68.png]


và có ít nhất 1 nghiệmthuộc đoạn [image: image69.png]



Bài 7: Chứng minh PT bậc 3 luôn luôn có nghiệm

Giải: Xét PT bậc 3 bất kì : [image: image70.png]ar® + br* + cr+d = 0(a # 0)



Chia hai vế cho a thì ta luôn đưa về được PT bậc 3 dạng : [image: image71.png]4+ b+ er+d




hàm số bậc 3 bất kì : [image: image72.png]a® + br® + er +d




, hàm số này liên tục trên R

Ta có : ,nên với số [image: image73.png]


đủ lớn thì [image: image74.png]



Mặt khác : ,nên tồn tại số [image: image75.png]


sao cho [image: image76.png]fIN)=0




Từ đó suy ra [image: image77.png]f(IN).f(M)



, nên PT có nghiệm thuộc khoảng [image: image78.png]



Nhận xét: Bằng PP chứng minh trên , ta thấy PT đa thức bậc lẻ luôn luôn có nghiệm (đồ thị luôn cắt trục hoành )
Bài tập: 
1) Chứngminh các PT sau đây luôn có nghiệm:

a) [image: image79.png]cosxr +mcosZr =1




b) [image: image80.png]— 1) (x+2)+2x+3

m





c) [image: image81.png](m*+m+1)a




d) [image: image82.png](1=mH) (@ +1)" +2?—z-3




e) [image: image83.png]m (2cosx — v/2) = 2sinbx + 1





2) Cho PT : [image: image84.png]


. Chứng minh PT có nghiệm [image: image85.png]


và [image: image86.png]



3) Chứng minh PT [image: image87.png]3r+1



có ba nghiệm phân biệt

4) Cho hàm số [image: image88.png]


liên tục trên đoạn [image: image89.png]


và có miền giá trị cũng là đoạn [image: image90.png]


. Chứng minh PT [image: image91.png]


có nghiệm thuộc đoạn [image: image92.png]



5) Cho biết [image: image93.png]


. Chứng minh PT bậchai [image: image94.png]+ br +¢



luôn có nghiệm thuộc khoảng [image: image95.png]



6) Cho PT [image: image96.png]+ br +¢



có hệ số thỏa mãn điềukiện [image: image97.png]


. Chứng minhPT đã cho có nghiệm thuộc đoạn [image: image98.png]



7) Chứng minh PT sau có nghiệm : [image: image99.png]



8) Chứng minh rằng nếu PT [image: image100.png]


có hai nghiệm [image: image101.png]


thì PT sau cónghiệm mới mọi m : [image: image102.png]g(m) n)*" N 4+ p(ax® +br+¢) =0




